
切比雪夫方程在科研上的应用一例[1] 

 

            

(1) 微分方程的建立 

本节利用切比雪夫方程来求解磁化强度的一般表达式.但是方程的求解区域

在表 3.1 中所规定的区域之外.这是作者在自己的科研中遇到的一个实例[2-6]. 

从海森伯模型可以了解磁性系统的一些物理性质.我们用自旋算符 zS 来表示

磁化强度的 z 分量.那么可测量的磁化强度的数值就是 zS  .磁化强度的数值与自

旋量子数 S 是有关的.显然，S 越大，那么磁化强度的数值就越大.S 只能取整数和

半整数 

1 3 5
,1, , 2, ,3,

2 2 2
S  .                                    (1) 

利用多体格林函数方法[17]，分别取
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S  等，我们可以得到 zS  和

关联函数 z zS S 的表达式.然后我们综合这些公式，猜测出，对于任意 S，它们的

表达式应该是[3,4] 
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   .其中 Q 和 R 是已知常量，它们与系统的能谱

有关.这两个表达式毕竟是归纳得到的，必须有一个对于任意 S 适用的严格的证

明. 

为了严格求出一般的表达式，我们发现定义如下的一个函数是方便的. 

( ) exp( )zf u uS                                            (3) 

其中 u 是函数自变量.因为由泰勒展开知道，这个函数包含了各级关联函数，就

是各级导数的初始值.例如，磁化强度和最低级关联函数分别是一次和二次导数

的初始值. 
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函数本身的初始值为 1. 

(0) 1f                                                    (6) 

    运用多体格林函数方法并且做了无规相近似之后，我们可以得到函数(3)所

满足的方程如下[5]. 
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其中 
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(2) 微分方程的求解 

我们现在来求二阶常微分方程(7)的解析解[6].方程的形式看上去比较复杂，

幸好我们找到了正确的求解途径.为此先做变量代换.令 
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方程(7)变换为 

2 2( 1) ( ) 3 ( ) [( 1) 1] ( ) 0p f p pf p n f p                            (11) 

这是连带切比雪夫方程.在一般的连带切比雪夫方程中，宗量 1 1p   .因此解为

第一类和第二类切比雪夫函数 ( )T p 和 ( )U p ，它们都是三角函数，我们称之为正

常切比雪夫函数或者三角切比雪夫函数.函数值的绝对值都是小于等于 1 的，

| ( ) | 1nT p  ，| ( ) | 1nU p  .在定义区间上属于不同特征值的特征函数具有正交规一性.

但是在我们的方程(11)中，宗量 p 是大于 1 的. 

当 1p  时，变量代换 coshp t ，则将方程(11)变为 2( ) ( ) 0f t n f t   ，得到

方程(11)的解为 

1( ) cosh( cosh )nT p n p                                     (12a) 

1( ) sinh( cosh )nU p n p                                     (12b) 

这两个函数的适用区间是：[1, ) 和 ( , 1]  .其中 ( )nT p 是多项式.函数值大于

零. 

( ) 1nT p  ， ( ) 0nU p                                      (13) 

且没有上限.我们称之为第一类和第二类双曲切比雪夫函数或者反常切比雪夫函

数.实际上，只要记住公式cosi coshp p 和sini isinhp p ，有一部分三角切比雪

夫函数适用的公式对于双曲三角切比雪夫函数也适用[7].在文献[8]中，有关于切



比雪夫多项式的详尽的介绍. 

和三角切比雪夫函数一样，连带切比雪夫方程(11)的解是双曲切比雪夫函数

的导数， 
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取 1m  ，得到就是方程(11)的两个线性无关的解. 

    经过一些步骤，我们得到方程(7)的解析解： 
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最后，我们要提一下，(10)式表明自旋量子数 S 确实只能取正整数或者半正

整数，如(1)式那样.否则方程(11)是无解的. 

此例表明，在宗量大于 1 的区域，虽然泰勒展开级数是不收敛的，方程还是

有解的. 

此例还表明，宗量大于 1 的切比雪夫方程和切比雪夫函数也是有着其物理应

用的. 

此例又表明，可以有这样的情况：方程的解本身并不是可测量的物理量，解

的导数的初值则是可测量的物理量.本例中方程的解 ( )f u 不是可测量的物理量，

可测量的物理量是由(2)式决定的磁化强度. 
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